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0. Sei G ein beschranktes Gebiet des R” mit glattem Rand S. Wir 
betrachten das folgende Problem (- einen Warmeleitungsvorgang mit umge- 
kehrter Zeitrichtung -) 
&Av=O, O,<tdT 
u(“& t> Is = 0, u(x, T) = x. 
(0.1) 
Dabei sei A der n-dimensionale Laplaceoperator; [0, T], T > 0, ein endliches 
Zeitintervall, x E L,(G) eine vorgegebene Funktion. 
Der approximativen Lijsung von derartigen nicht korrekt gestellten Pro- 
blemen ist die Monographie [l] gewidmet. Das wesentliche in [l] verwendete 
Hilfsmittel ist die “methode de quasi-reversibilite.” Danach wird zunachst 
das (fur E > 0) korrekte Problem 
( 2 - A - rAe) 6, = 0, O,<t<T 
Q&Y, t) Is = At?&, t) Is = 0, 4.(x, T) = x 
(0.2) 
gel&t. Die gesuchte Nliherungslosung von (0.1) ergibt sich dann als Losung 
des Problems 
( 
;t -A) ri, =O, -- 0 <t < T 
4(x, t) Is = 0, zi,(x, 0) = tqx, 0). 
In vorliegender Arbeit wird eine neue Regularisierungsmethode vorge- 
schlagen, die an Stelle von (0.2) korrekte Probleme der Form 
; (we - COW,) - do, = 0, O,ct<T 
%(X, t) Is = 0, 4x, T) = x E W(G) 
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(zur Terminologie vgl. [2, 31) verwendet und Naherungen fiir (0.1) aus 
3U 
-.A - = 
at 
Au, 0, O<t<T 
u&, t) Is = 0, U,(& 0) = 4% 0) 
(0.3) 
bestimmt. Das Hauptergebnis der Arbeit ist die Beziehung 
1 (u&c, T) - x)” dx < / (zi,(x, t) - x)” dx + 0 c + 0 
-G G 
fur geniigend regulares x. 
I. Sei H ein reeller Hilbertraum mit dem Skalarprodukt (., *) und der 
Norm 11 11 . Sei weiter L ein in H dicht definierter, linearer, positiv-definiter 
und selbstadjungierter Operator. Der inverse Operator L-1 sei vollstetig. 
(Vgl. jedoch Bemerkung 2). Dann besitzt bekanntlich [4] L ein reines Punkt- 
spektrum, d.h. 
1. L besitzt abzihlbar viele Eigenwerte 
O<X,~h,~...~h,~...3+oo, 
2. das System der orthonormierten Eigenfunktionen {We} ist vollstindig 
in H. 
Wir betrachten das Problem 
$+Lu=o, O<t<T; u(T) = x E D(L) (1.1) 
und zur Approximation von (1.1) fur E > 0 die Aufgaben 
5 (% + l ) +Lw, = 0, O<t<T, U) = x; (14 
+Lu,=o, O<t<T, um = %(O). (1.3) 
SATZ 1. Das Problem (1.2) hat genuu eine Liisung w, , q(t) E D(L) Vt E [0, T] 
und es gilt die Darstellung 
b&) = e”v(-(l+&)(X, w,)s (1.4) 
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Beweis. (a) Existenz. Nach Voraussetzung ist ,y E D(L), d.h. (vgl. 141) 
il Ay2 1(X> Ma < + co. 
Es gilt 
5 
y2e2b(T-t)l(l+4 ,(x, w,)J? < (f /\ye ,(x, w”),2) eP(r-t).‘E 
< + 03, 
"=l .,m=l 
d.h. v,(t) E D(L) und 
L?&(t) = f h,&,(t) w, 
v=l 
Wir setzen 
Vt E [O, T]. 
fur t, t + At E [0, T] und zeigen, da0 
II W-G), W--f 0 fiirAt+0. (1.5) 
Aus den Darstellungen (1.4) findet man 
qw,(t), At) = i eA,(r-t)‘(l+En,) jh, - (1 + 6,)“) ’ - e-;t’(l+rAv)l (x, w,) w,, 
1 
und folglich ist 
II W,(t), 4ll’ 
Abschatzung mit Hilfe des Mittelwertsatzes ergibt 
/I D(v,(t), At)lJ2 < e2(*-t)fr(eldtl/r - 1)2 c hv2 1(x, w,)j2. 
1 
Hieran ist Behauptung (1.5) sofort abzulesen. 
(b) Eindeutigkeit. Wir setzen t = T - 7 und w,(t) = v,(T - T) = VJT). 
Diese Funktion geniigt der Differentialgleichung 
&(Vs +ELvJ -LV, =o; V,(O) = x* (1.2)’ 
NICHTKORREKTE PROBLEME BEI EVOLUTIONSGLEICHUNGEN 787 
Es geniigt zu zeigen, da0 x = 0 zur Folge hat: 
I/;(s) = 0 vs E [O, T]. (1.6) 
Die Gleichung (1.2)’ wird in H mit V,(T) -t ELV~(-C) skalar multipliziert und 
iiber [0, s], 0 < s < T integriert. Es ergibt sich (wegen Jr<(O) = x = 0) 
und hieraus 
/I T;,(s) + ~LI/:(s)ll~ < f j-’ 11 V,(T) + eLl’,(~)ll~ dr. 
0 
Das Lemma von Gronwall liefert nunmehr 
V,(s) + ELVG(S) = 0, 
d.h. wegen der Definitheit von L 
V,(s) = 0 Vs E [0, T]. 
Damit ist (1.6) bewiesen. 
(c) Korrektheit. Die Lijsung v,(t) gentigt offenbar der Abschatzung 
II ~&)l12 d e2=/c f 1(x, 412 = e2T/E II x l12. 
1 
D.h. aus x -+ 0 folgt u,(t) + 0. Somit ist das Problem (1.2) im Sinne von 
Krein [5] gleichmal3ig korrekt. 
SATZ 2. Das Problem (1.3) hat genau eine Liisung u,; es gilt die Darstellung 
u,(t) = 2 a,,(t) w, , 
"=l 
a,,(t) = e+“(v,(O), 70”). 
Dieser Satz folgt z.B. aus den Resultaten von [5]. 
SATZ 3. Es gilt I/ u,(T) - x II -+ 0 fir E + 0. 
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Beweis. Auf Grund der S&c 1 und 2 ist 
Sei 7 > 0 vorgegeben. Wir wghlen n, = n,(7) so gro8, da0 
und E > 0 so klein, da0 
Dann gilt offenbar 
(1 - e-%T)* /I x I/* < ;- . 
II GJ - x II2 ,< 7. Q.E.D. 
BEMERKUNG 1. Van der Einschrgnkung x E D(L) kann man sich befreien, 
wenn man bei der Liisung von Problem (1.2) von regularisierten Anfangs- 
werten ~~(7’) ausgeht, die der Beziehung 
q(T) + l L&( T) = x, x E Ii 
geniigen. Die zugehijrige Lijsung des Problems (1.3) ergibt sich fiir t = T zu 
und analog wie in Satz 3 ltil3t sich zeigen, daf3 
II tl;(T) - x II - 0 fiir E - 0. 
Oder einfacher wird x1 E D(L) derart gewnhlt, daO 
II x - Xl/I < 6 (6 > 0). 
Dann bekommt man mit x1 als Anfangselement v,(T) = x1: 
II U,(T) - x II < II 4”) - xl II + II x - x1 II < 11 + 6. 
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II. In [l] werden zur Regularisierung des nicht korrekt gestellten Pro- 
blems (1 .I) an Stelle von (1.2) bzw. (1.3) die Probleme 
!$ + LQ, - <L2Gc = 0, O-<,t<T, S<(T) = x; (2-l) 
1 
g + Lli, = 0, O<t<T, ii<(O) = z:,(O). (2.2) 
betrachtet. Es gilt dann (unter entsprechenden Regularittitsvoraussetzungen 
iiber x) 
G,(t) = f 6,,(t) w, 9 6,,(t) E &-EQ)(r-tyX, w,) 
"=l 
und 
fqt) = f 4,(t) w, 9 ii,,(t) = e-Av”(6,(0), w,). 
v=l 
Wir finden damit 
/I u,(T) - x [I2 = f (1 - e-fAu2T”1+EA~))2 1(x, wy)I” 
“=l 
< f (1 - e-FA”2T)2 1(x, w,)/* = I[ i,(T) - x )12. 
US1 
BEMERKUNG 2. Auf die Voraussetzung, daO L-l vollstetig ist, kann man 
verzichten. Im Beweis von Satz 1 z.B. hat man dann die Summen (1.4) 
durch Ausdriicke 
o,(t) = Srn eAU’-t)/(l+rA) &VAX 
A1 
mit der zu L gehijrigen Spektralschar {EJ zu ersetzen usw. 
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